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Aufgabe 1 (3 Punkte)
Gegeben sei das System

Die Eigenwerte der Dynamikmatrix sind \; = —1 und Ay = —3.
Ist das System steuerbar? Wenn nein, ist es stabilisierbar?
Ist das System beobachtbar? Wenn nein, ist es entdeckbar?
(3 Punkte)



Aufgabe 2 (3 Punkte)
Gegeben sei das System

i) = [‘01 :ﬂ o(t) + m u(t)

s =[ 1)
a) Bestimmen Sie eine Zustandsriickfithrung u(x) und einen Anfangswert zq = z(t =

0) # 0 so, dass der Ausgang identisch verschwindet, d.h. y(t) = 0 fiir alle ¢ > 0.
(1 Punkt)

b) Bestimmen Sie die Nulldynamik des offenen Kreises und analysieren Sie deren Sta-
bilitét. (1 Punkt)

c) Bestimmen Sie das Stabilitdtsverhalten der Nulldynamik des geschlossenen Regel-
kreises mit der aus Teilaufgabe a) bestimmten Zustandsriickfithrung. (1 Punkt)



Aufgabe 3 (9 Punkte)
Gegeben sei das System

T1 = Tg

Si’g = —T9 — Qx| — (.Tl —+ 1’2)21’2,
wobei x = (1 23)T € R? und a € R ein konstanter Parameter ist.

a) Fiir welche positiven Konstanten « ist die Ruhelage z = 0 asymptotisch stabil.
Verwenden Sie zur Beantwortung dieser Frage, die Linearisierungsmethode von Lja-
punow. (2 Punkte)

b) Zeigen Sie mit Hilfe der Ljapunow Funktion
V(z) = ax? + 23

und mit Hilfe des LaSalle’ schen Invarianzprinzips, dass die Ruhelage 0 global asym-
ptotisch stabil ist fiir o > 0. (4 Punkte)

c¢) Ist die Ruhelage 0 fiir « = 0 global asymptotisch stabil? Geben Sie eine Begriindung
an. (3 Punkte)



Aufgabe 4 (6 Punkte) Gegeben sei ein System der Form

&= f(z)

mit x € R", f(0) = 0. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass globale asymptotische Stabilitét
der Ruhelage 0 gewohnlich mit Hilfe der Direkten Methode von Ljapunow nachgewiesen
wird. Ein unbekannter Systemtheoretiker behauptet nun ganz frech, eine neue wunderbare
Alternative zur Ljapunowschen Stabilitédtstheorie gefunden zu haben. Er schligt folgenden
Stabilitdtssatz in seinen wissenschaftlichen Arbeiten vor:

Satz 1 Das System & = f(z) mit z € R™, f(0) = 0 ist global asymptotisch stabil, falls
eine radial unbeschrinkte, differenzierbare Funktion W existiert, die folgende Eigenschaft
erfillt:
Wi(x) <0
LiW?(x) <0

fiir alle von Null verschiedenen x € R™, das heifst W (z) und Ly W?(z) sind negativ definite
Funktionen.

Sie glauben aber nicht so recht an diese sogenannte ,,neue wunderbare Alternative”. Viel

eher ist zu vermuten, dass entweder (i) Satz 1 mit Hilfe der Ljapunowschen Stabilitdts-

theorie einfach hergeleitet werden kann, oder

(ii) Satz 1 falsch ist.

Welche der oben genannten Behauptungen trifft zu? Beweisen Sie Thre Antwort.
(6 Punkte)



Aufgabe 5 (13 Punkte)

Gegeben sei das nichtlineare System

. 2
1’121’1+.T2

Ty =13 +u

.j]g = X9 — .’L‘g
Yy=2=a.
a) Bestimmen Sie den relativen Grad des nichtlinearen Systems. (1 Punkt)
b) Ist das nichtlineare System minimalphasig? (2 Punkte)

c) Betrachten Sie die Koordinatentransformation

§1 = ¢1(x1, 22, 73)
§o = ¢o(x1, 72, 73)

n = @s.

Bestimmen Sie ¢; und ¢ so, dass das transformierte System in Byrnes-Isidori-
Normalform vorliegt. (2 Punkte)

Ist die in Teilaufgabe c) berechnete Koordinatentransformation ein globaler Diffeo-
morphismus? Geben Sie eine Begriindung an. (1 Punkt)

Geben Sie die Byrnes-Isidori-Normalform fiir das nichtlineare System an. (2 Punkte)

Entwerfen Sie eine Zustandsriickfithrung u(z) = k(z) mit z = [z, x5 x3)7 fiir das
nichtlineare System so, dass das nichtlineare System das Ein- /Ausgangsverhalten

1
G =
(5) (s+1)2
besitzt. Geben Sie die Zustandsriickfiihrung in z-Koordinaten an. (2 Punkte)

Entwerfen Sie einen Regler u(z,t) = k(z,t) mit x = (x1, 29, 23)" fiir das nichtli-
neare System so, dass der Ausgang y einem sinusférmigen Referenzsignal y,. fiir
hinreichend grofle Zeiten folgt, d.h. y(t) = vy = sin(t) fir t — co. Geben Sie den
Regler in z-Koordinaten an. (3 Punkte)



Aufgabe 6 (2 Punkte)

Kann fiir das System

1 0 2 1
x(t)=10 1 0| x(t)+ [0] u(¢)
1 2 3 2

minimiert? Geben Sie eine kurze Begriindung an?

(2 Punkte)



Aufgabe 7 (2 Punkte)

Das skalare System

#(t) = —22(t) + u(t)

soll durch einen LQ-Regler beziiglich des Giitekriteriums

(o, u()) = /0 (422(t) + 4a2(t)) dt

optimal geregelt werden. Die vier unten gezeigten Abbildungen zeigen mogliche Losungen
Pi(t), i = 1,...,4 der Riccati-Differentialgleichung des oben gegebenen LQR-Problems.
Geben Sie fiir jedes P;(t), i = 1,...,4 an, ob dies eine méogliche Losung des oben gegebenen
(2 Punkte)

LQR-Problems ist oder nicht. Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.
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Aufgabe 8 (7 Punkte)
Fiir das System

()= o 3] %0+ [ ut

soll ein LQ-Regler beziiglich des Giitekriteriums

Toso,u() = [ (T OQx(0) + (1)

entworfen werden. Die Losung der Riccati-Gleichung ist:

21
P-1 .
a) Berechnen Sie die optimale Zustandsriickfiihrung u = —k”x. (1 Punkt)
b) Berechnen Sie fiir xo = [0 1]7 den minimalen Wert J,,; des Giitekriteriums.

(1 Punkt)

c) Berechnen Sie die Gewichtsmatrix () des oben gegebenen LQR-Problems.

(2 Punkte)

d) Zeigen Sie mittels Rechnung, dass die Funktion V(x) = x? Px eine Ljapunowfunk-

tion fiir den geschlossenen Regelkreises ist.

(3 Punkte)



Aufgabe 9 (5 Punkte) Zu den folgende Aussagen ist anzugeben, ob sie wahr oder
falsch sind. Geben Sie jeweils eine kurze Begriindung, ausfiihrliche mathematische oder
formelle Begriindungen werden nicht erwartet. Aussagen ohne Begriindung werden nicht

gewertet.

a) Wenn ein lineares zeitinvariantes System steuerbar ist, dann kénnen die Nullstel-
len des geschlossenen Kreises durch eine Ausgangsriickfithrung an beliebige Stellen
gelegt werden. (1 Punkt)

b) Die Matrizenungleichung

Xt 0
0 (y*—wI DT} >0,

C D I
mit den unbekannten Parametern X, p, und 2, stellt eine lineare Matrizenunglei-
chung (LMI) dar. (1 Punkt)
¢) Die Lo-Norm des Zeitsignals f(t) = 9e~ %5 ist endlich. (1 Punkt)
d) Fiir instabile Systeme G(s) gilt auch ||G||s = supyer |G(jw)]. (2 Punkte)
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Aufgabe 10 (6 Punkte)

Gegeben sei der Regelkreis in Abb. 5 mit den bekannten Ubertragungsmatrizen G4 (s)
und G(s). Der Regler K (s) sei als nominell stabilisierend angenommen. Fiir die als stabil
angenommene Unsicherheit A gelte zunéchst ||A]|o < 1. Alle betrachteten Ubertragungs-
funktionen seien SISO-Systeme.

a) Das betrachtete Problem soll in die Standard-M-A-Struktur umgewandelt werden.
Leiten Sie die Ubertragungsmatrix M (s) her. (2 Punkte)

b) Anstatt A wird nun eine Unsicherheit A(s) = W(s)A(s) betrachtet (W (s) wird
ebenfalls als stabil angenommen). Geben Sie ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium fiir robuste Stabilitéit des geschlossenen Kreises gegeniiber der betrachte-

ten Unsicherheitsklasse an. (1 Punkt)
c) Es sei jetzt W(s) = 3,G1(s) = Ga(s) = H% und K € R. Bestimmen Sie den
Wertebereich von K, so dass der geschlossene Kreis robust stabil gegeniiber der
betrachteten Unsicherheitsklasse ist. (3 Punkte)

ek

Abbildung 5: Zu Aufgabe 10.
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